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  گروه مهندسي صنايع -آباددانشگاه آزاد اسلامي واحدخرم -سپيده فريدوني

  مقدمه 1-6

هاي سفارشات كالاها به صورت منفرد و مستقل در فصول قبل همواره وضعيت موجودي و سياست  

هاي موجـودي، بـه ذخيـره    در دنياي واقعي، اكثر سيستماز ساير كالاهاي موجود در انبار بررسي گرديد. اما، 

پردازند و ارتباطاتي در رابطه با يكديگر دارند. ممكن است سرمايه لازم براي تامين همه بيش از يك كالا مي

باشد و يا محدوديت ظرفيت انبار، سبب رقابت كالاها براي استفاده از فضاي انبار شـود.   كالاها وجود نداشته

هـا) وجـود   گـذاري در موجـودي  اگر هيچ محدوديتي (مانند ظرفيت انبار، تعداد سفارشات در سال، سـرمايه 

  .  ها وجود دارندتوان هر محصول را جداگانه بررسي كرد. ولي در عمل محدوديتنداشته باشد، مي

دار هاي چندمحصـولي محـدوديت  مدل و 6-2هاي چندمحصولي در قالب بخش در اين فصل، مدل  

 گيرند.    مورد بررسي قرار مي 6-3در قالب بخش 

  

  هاي چندمحصوليمدل 2-6

شوند. در حاليكه هاي سفارش و توليد اقتصادي براي چند محصول فرموله ميدر اين قسمت، مدل  

-در هر موقع دلخواه سفارش دهيم يا توليد كنيم، مدل سيستم موجودي همانند مدل بتوانيم هر محصول را

سـفارش دهـيم، در    هنگاميكه بخواهيم محصولات را با همكند، ولي هاي ساده تك محصولي قبلي رفتار مي

 شويم. حقيقت قائل به ارتباط ميان محصولات مي

  

  مدل چندمحصولي ساده 1-2-6

، چنانچـه  پيروي كننـد  EOQمحصول داشته باشيم كه هر كدام از آنها به تنهايي از مدل  اگر چند  

ريزي براي اين چند محصول نداشته باشند، برنامه وديتي نداشته باشيم و كالاها با يكديگر ارتباطيهيچ محد

نصـورت  ، در ايهمچنان برقرار اسـت  EOQد و تمامي فرضيات مدل كناز مدل چندمحصول ساده پيروي مي

  د:نشومحاسبه مي 6-3تا  6-1از روابط ، (j=1, 2, …, n)ام j محصول ايهزينه و مقدار سفارش اقتصادي بر

  �� = ������� + 
���� + ��� + ⋯+ ������� + 
���� + �����    = ∑ ������� + 
���� +��������       (6-1) 

������ = 0	 →	��∗ = !�����
� 	,				# = 1,2,… , '    (6-2) ��∗ = ∑ ()2��*�ℎ� + ����,���        (6-3) 

  

  مدل چندمحصولي توليدي 2-2-6

ريـزي بـراي   چنانچه چند محصول مختلف را با يك خط توليد يا يك ماشين توليد نمـاييم، برنامـه    

  كند. در اين حالت داريم:اين چندمحصول از مدل چندمحصولي توليدي پيروي مي

  �� = ∑ ������� + 
�� �� �1 − ��.�� + ������/�     (6-4) 

�/ = !�����
� ! .�.�0��       (6-5) 
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ها با يكديگر لذا دورهقبلي باشد، محصول بايد پس از پايان توليد  هر محصولدر اين حالت چون توليد 

كه توسط  3و  2، 1كنيد، سه محصول فرض عمل كنيم.  FOSممكن نيست بصورت سيستم تداخل دارند و 

  :باشند 6-1موجودي در دست برحسب زمان بصورت شكل  شوند داراي نموداريك ماشين توليد مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
 

  شودكالا به صورت تدريجي وارد انبار ميچندنمودار موجودي خالص در حالتي كه  6- 1شكل 

 

رسد، توليد محصول دوم توسط ماشين آغاز ، كه توليد محصول اول به پايان ميtp1پس از زمان 

دهنده نشان tp3شود. دوم به پايان رسيده و توليد محصول سوم آغاز مي، توليد محصول tp2شود، در زمان مي

 T1 (t4)پايان توليد محصول سوم است و ماشين مجدداً بايد محصول اول را توليد نمايد، پايان دوره زماني 

باشد، محصول اول با كمبود موجودي  (tp3 > t4)اگر مجدد براي توليد محصول اول است.  زمان شروع

ين بيكار است و ماش tp3-t4فاصله زماني باشد،  (tp3 < t4) 6-1مانند نمودار  شود، اما چنانچهمي مواجهه

ريزي و بدست آوردن يك مدل مشخص براي توليد . بنابراين، اهميت برنامهآيدبيكاري ماشين بوجود مي

  چندمحصول توسط يك ماشين كاملاً ضروري است. 

t4 

tP2 

D1 

D2 

T1 

T2 

T3 

tP1 tP3 

P1-D1 

P2-D2 

P3-D3 

D3 

مدت زمان بيكاري 

  يك دوره در

t 

  موجودي در دست
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  گروه مهندسي صنايع -آباددانشگاه آزاد اسلامي واحدخرم -سپيده فريدوني

  :شوند بيان 1پارامترهابراي حل مدل لازم است تعاريف و 

  

Pj نرخ توليد محصول :j ،ام  

Tjسازي متوالي يا مدت زمان سيكل توليدي محصول : فاصله زماني ميان دوبار آمادهj ) سيكل توليدي ام

  .)ام است jام به اضافه زمان مصرف محصول  jام برابر زمان توليد و مصرف محصول  jمحصول 

tj درصد زماني از سال كه ماشين به توليد محصول :j :ام مشغول است  

1� = تقاضاي	محصول	�	ام
نرخ	توليد	محصول	�	ام = ��.�       (6-6) 

 

:
  ام است:jدرصد زماني از يك دوره كه ماشين مشغول توليد محصول  ���23

24��5 = 6�3�6�7�
= ��.�        (6-7) 

 

ها تفاوتي فوق چون از جنس درصد هستند، بنابراين واحد نداشته و در دوره يا سال بودن آنكسرهاي 

  كند و باهم برابر هستند.نمي

∑ ماشين (در سال يا دوره : درصد زمان كار ��.� 

1 :رصد زمان بيكاري ماشين در سالد − ∑ ��.�  

�1مدت زمان بيكاري در دوره :  − ∑ ��.�� � 

  

 يا به عبارتي درصد زمانمان كار ماشين از يك كمتر باشد، مساله اين است كه درصد زشرط جواب داشتن 

1  وجود ندارد.محصول بيكاري ماشين از صفر بيشتر باشد، درغيراينصورت امكان توليد  − ∑ ��.� ≥ 0	 → 			∑ ��.� ≤ 1      (6-8) 

 

يگر برابر باشد، دوره محصولات با يكدشود كه مدت زمان ريزي ميبرنامه ايبه گونهبراي سادگي اين مدل 

#�∀: شوديعني فرض مي =   :برابر است با، كل هزينه متغير ساليانه �

كل	هزينه	متغير	ساليانه = ∑ ;�#*#�# + ℎ#2 �# �1 − �#<#�='>=1     (6-9) 

 

تعداد	دوره	ها = ?# = �#�# = 1�# 	 AAAAAAAAAAAAAAAB@با	در	نظر	گرفتن	فرض	ابتدايي	مساله 	DjQj = 1Tj = 1T  (6-10) 

 

كل	هزينه	متغير	ساليانه = 1�∑ *# + �2∑ ℎ#�#'#=1 (1 − �#<#)   (6-11) 

  

گيريم و حاصل را برابر صفر قرار مشتق مي Tاز كل هزينه متغير ساليانه نسبت به  T0براي بدست آوردن 

 دهيم. مي

                                                
 .شوندتوليد مي توليد، خط. ذكر اين نكته ضروري است كه تمامي كالاها توسط يك ماشين يا يك  1
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I(ساليانه	متغير	هزينه	كل)I� = 0		 → 	�J = K �∑��∑
���(07�3�)    (6-12) 

  

∗QL  ام داريم:jبراي بدست آوردن مقدار سفارش بهينه كالاي  = TJDL        (6-13) ��(��∗, = !2(∑*� ∑��ℎ� �1 − ��.�� = �∑���M = �J ∑ ℎ������ (1 − ��.�) (6-14) 

 

  الگوريتم حل مدل چندمحصولي توليدي 2-2-6- 1

∑نامساوي  اول: گام ��.� ≤ برويد، درغيراينصورت  2 گامرا چك كنيد. در صورت برقراري نامساوي به  1

  مساله جواب ندارد، يعني امكان توليد اين محصولات با ماشين داده شده وجود ندارد. 

Qبدست آوريد و باتوجه به آن مقدار  6- 12را باتوجه به فرمول  T0دوم: مقدار  گام
*
j .را محاسبه نماييد  

  

اين د. ظرفيت توليدي نشويك ماشين توليد مي توسطدر يك كارگاه صنعتي سه نوع محصول  - 1مثال 

واحد در سال، و براي  36000برابر  2واحد در سال، براي محصول  27000 يكماشين براي محصول 

  واحد در سال است.  9000برابر  3محصول 
  

  3  2  1  محصول

  6000  18000  9000  مصرف ساليانه به واحد

  8  6  5  هزينه نگهداري هر واحد در سال به تومان

  500  700  800  هزينه هر بار سفارش به تومان

  

   پاسخ:
D1= 9000,    P1= 27000,  h1= 5,  A1= 800 

D2= 18000,  P2= 26000,  h2= 6,  A2= 700 

D3= 6000,    P3= 9000,    h3= 8,  A3= 500 

N��<�
O

�� =	 900027000 + 1800036000 + 60009000 = 1.5	 ≤  مساله	جواب	ندارد	1
  پرداختيم:دار بودن مساله به حل آن ميحال اگر بدون توجه به شرط جواب

�J = K �∑��∑
���;07�3�= = K �×(XJJYZJJY[JJ)[×\JJJ�0 ]MMM^_MMM�Y`×XJJJ�0�aMMMbcMMM�YX×`JJJ�0cMMM]MMM� = 0.2  
→	d�∗ =	�J� = 1800��∗ = �J�� = 3600�O∗ = �J�O = 1200 

 

  سازيمدل چندمحصولي توليدي با زمان آماده 6- 2-2-2

سازي دستگاه قبل از توليد آن در دنياي واقعي، توليد هر محصول، مستلزم صرف زمان آماده  

- سازي محصولات كمتر از زمان بيكاري موجود در يك دوره باشد، ميباشد. چنانچه زمان آمادهمحصول مي

  سازي را دربرگيرد. اگر:را طوري تغيير داد كه زمان آماده T0صورت، بايد توان به توليد ادامه داد، درغيراين
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Sjسازي محصول : زمان هربار آمادهj:ام باشد  ∑ (1.� + e�,��� ≤ �		 → 	∑ ���.� + e�� ≤ �	���   →		∑ ����.� + e�� ≤ �	���  

→ � ≥ ∑ f���g�0∑ 7�3���g�         (6-15) 

'<�i	:كه = ∑ e#'#=11−∑ �#<#'#=1        (6-16) 

∑	اگر e# ≤ �1 − ∑ �#<#� �0	آنگاه				�0 = K 2∑*#∑ ℎ#�#�1−�#<#�   (6-17) 

∑		اگر e# > �1 −∑ �#<#� '<�i	آنگاه				�0 = ∑ e#'#=11−∑ �#<#'#=1     (6-18) 

   

  صورت زير خواهد بود:ه بنابراين، الگوريتم حل مدل ب

Tها را به عنوان پردازيم و ماكزيمم آنمي Tminو  T0به مقايسه  -اول گام
∗�  گيريم:درنظر مي * = maxn�J, �o/�p 

∗��با استفاه از فرمول  - دوم گام =  آوريم.را بدست مي∗�� مقادير مختلف  ��∗�

  :آيدمياز رابطه زير بدست  نيز هزينه مدل

�� = q !2∑*� ∑ℎ���(1 − ��.�)							 ∗T	باشد = TJ	 گرا

�∑*� + ��∑ ℎ������ (1 − ��.�) ∗T	باشد = Trst	 گرا
  (6-19) 

  

∑اگر � (1.� + e�,��� = دستگاه براي توليد بعدي  set up، در حال td، يعني اينكه در كل زمان 		�

 هستيم.

  

پوش و يك شركت توليد پارچه، چهار نوع پارچه فاستوني به نامهاي ظريف، چهارفصل، خوش -2مثال 

 سرعت توليد، هاي اين شركتمقادير تقاضاي ساليانه انواع فاستوني نمايد.در كارگاه توليد ميپوش را نيك

  هاي نگهداري در جدول آمده است. ها در كارگاه و همچنين هزينهانواع فاستوني

  

  پوشنيك  پوشخوش  چهارفصل  ظريف  محصول

  60000  31200  24000  30000  ميزان تقاضا (متر در سال)

  200  120  80  100  توليد (متر بر ساعت)سرعت 

  250  150  200  300  واحد هزينه نگهداري (تومان به ازاي هر متر در سال

  

سازي تجهيزات صرف آمادهاز زمان كارگاه ساعت  12رسد يك نوع محصول به اتمام مي توليدكه هر بار 

تومان باشد،  51693كارگاه گردد. چنانچه هزينه هر يك ساعت كار براي توليد محصول بعدي مي

  مطلوبست:

  محاسبه مقدار اقتصادي توليد هر يك از چهار محصول فوق در هر بار توليد. - الف

  محاسبه زمان يك سيكل توليدي. - ب
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  محاسبه زمان بيكاري در هر سيكل توليدي. - ج

 250يك سال را برابر ساعت در هر شيفت و  8نمايد. ساعت كاري را برابر كارگاه دو شيف در هر روز كار مي

  روز درنظر بگيريد.

  

  پاسخ:

  - و ب الف

  ، را به واحد متر در سال تبديل نماييم:(P)ابتدا لازم است سرعت توليد 

متر

سال
< = u متر

ساعت
× ساعت8

شيفت
× شيفت2

روز
× 250 روز

سال
= 4000wu متر

سال
x 

 

  پوشنيك  پوشخوش  چهارفصل  ظريف  محصول

Dj  30000  24000  31200  60000  
Pj  400000  320000  480000  800000  yz{z 075/0  075/0  065/0  075/0  

N��<�
|

�� = 	0.075 + 0.075 + 0.065 + 0.075 = 0.29	 ≤ 	دارد	1 پذيرامكان  مساله	جواب	
 �J = K �∑��∑
���;07�3�= =

K �×�([`\OY[`\OY[`\OY[`\O)OJJ×OJJJJ�0 bMMMM}MMMMM�Y�JJ×�|JJJ�0 ^}MMMb^MMMM�Y[J×O�JJ�0 b�^MM}aMMMM�Y�[J×`JJJJ�0 cMMMMaMMMMM� سال	0.4= = 0.4 × 250 =   روز	100
  كنيم:سازي را به واحد روز محاسبه ميزمان آماده

w توليد
سيكل

x4 × 12wساعت
توليد

x× 116w روز

ساعت
x =  روز	3

∑e� ≤ �1 − ∑ ��.���J → �J = K �∑��∑
���;07�3�= , ~�
��∗ =	�J� = 12000��∗ = �J�� = 9600			�O∗ = �J�O = 12480�|∗ = �J�| = 24000   

   - ج

�1= مدت زمان بيكاري در دوره − ∑ ��.�� � = (1 − 0.29) × 100 = 71 
 روز 68 =3 -71 = زمان آزاد در هر سيكل توليد

  

سال است. مدت  2شوند، برابر با محصول كه توسط يك ماشين توليد مي 3سيكل توليد بهينه  -3مثال 

 05/0سازي هر محصول برابر با سال است. اگر زمان آماده 1/0زمان بيكاري اين محصولات در سال برابر با 

  سازي) سيكل بهينه چقدر خواهد بود؟سال باشد، آنگاه در حالت جديد (بادرنظر گرفتن زمان آماده
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  پاسخ:

T0= 2 1=زمان بيكاري  , سال − ∑ ��.� = 0.1 ,    Sj= 0.05 

�o/� = ∑ e����1 − ∑ ��<���� = 3 × 0.050.1 = 1.5	 → �∗ = maxn2, 1.5p = 2 

  سيكل بهينه تغييري نخواهد كرد.بنابراين 

 

  مدل چندمحصولي در حالت الزام سفارش همزمان 6- 2- 2- 3

توضيح داده شد، الزام سفارش همزمان  6- 2- 1چنانچه در مدل چندمحصولي ساده كه در بخش   

  محصولات نيز وجود داشته باشد، طريقه حل مدل عوض خواهد شد.

  الگوريتم حل:

ها با اول: با توجه به اينكه محصولات بايد همزمان باهم سفارش داده شوند، يعني بايد دوره تمامي آن گام

    پردازيم:مي *Tيكديگر برابر باشند، بنابراين ابتدا به محاسبه 

�∗ = ! �∑��∑
���        (6-20) 

  

اول بدست آمد با استفاده از  گامتوجه به فاصله زماني بهينه بين دو سفارش متوالي كه در  دوم: با مگا

∗��فرمول  = ,∗��)��از رابطه را هزينه كل  را محاسبه و مقدار سفارش بهينه ��∗� = )2∑*� ∑ℎ��� 

 .آوريمبدست مي

 

  دهي كل براي همه كالاهادر اين حالت: جمع هزينه نگهداري كل= جمع هزينه سفارش

  

 دارهاي چندمحصولي محدوديتمدل 3-6

پردازنـد، داراي  هاي موجودي كه به ذخيـره بـيش از يـك كـالا مـي     واقعي، اكثر سيستم در دنياي  

ها گاهي اوقات سبب كوچـك شـدن فضـاي جـواب و درنتيجـه      باشند كه اين محدوديتهايي ميمحدوديت

ها كـاركردي نباشـند، تغييـري در ميـزان     شوند (چنانچه محدوديتهاي سيستم موجودي ميافزايش هزينه

هـاي فضـا، سـرمايه، تعـداد دفعـات      ). در اين قسمت، محدوديتآيدي سيستم موجودي بوجود نميهاهزينه

  گيرند.  سفارش و تعداد دفعات سفارش همراه با الزام سفارش همزمان مورد بررسي قرار مي

  

  محدوديت فضا 1-3-6

شـوند. چنانچـه   اسـت، ذخيـره مـي    Fكالا در يك انبار كه حـداكثر ظرفيـت آن    nفرض كنيد كه   

پيـروي   (EOQ)مواجهه با كسري كالا مجاز نباشد و هر يك از محصولات از مدل مقدار سـفارش اقتصـادي   

 باشد. اگر نمايند، هدف مدل تعيين مقدار سفارش اقتصادي هر محصول مي

F :،حداكثر حجم يا سطح انبار  

fj سطح يا حجمي كه محصول :jكند،ام اشغال مي  

Qjتصادي محصول : مقدار سفارش اقj،ام 

Dj:  نرخ تقاضاي ساليانه محصولj،ام  
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Aj:  هزينه ثابت سفارش محصولj،ام  

Cj:  هزينه هر واحد محصولj ام (مستقل ازQj،(  

ij:  نرخ هزينه نگهداري محصولj:ام باشد  

  

��  آيد:ام از رابطه زير بدست ميjدر اينصورت حداكثر فضاي اشغالي محصول  × حداكثر	موجودي	محصول	#	ام =  (21-6)  حداكثر	فضاي	اشغالي	محصول	#	ام

  

∑  و محدوديت فضاي انبار بصورت زير خواهد بود:  �� ��حداكثر	موجودي	محصول	#	ام� ≤ �     (6-22) 

  

، بنابراين براي بررسي محدوديت بايـد رابطـه زيـر را    Qw= Imaxاز آنجا كه در مدل مقدار سفارش اقتصادي، 

∑  بررسي نمود: ������� ≤ �        (6-23) 

  

��  متوسط هزينه متغير ساليانه براي تمامي محصولات عبارت است از:با توجه به اينكه  = ∑ ����� *� + >��� ��� ����       (6-24) 

 

  باشد:توجه به محدوديت فضاي انبار مي ها بامم هزينهنيبنابراين، هدف اين مدل بدست آوردن مي

d�>'� = ∑ ����� *� + >��� ��� ����e. 1:																						 ∑ ������� ≤ �     (6-25) 

 

 

 Imaxچنانچه محصولات از مدل مقدار سفارش اقتصادي پيروي نكنند، براي بررسي محدوديت بايد  �

را جايگزين  Imax= Q(1-D/P)بايستي  EPQرا در نامعادله جايگزين نماييم. به عنوان مثال در مدل 

 نمود.

 

  الگوريتم حل مدل با محدوديت فضا 1-1-3-6

*Qكنيم، يعني ابتدا مساله را بدون درنظر گرفتن محدوديت حل مي -اول گام
j آوريم:را بدست مي 

��∗ = !�����/��� ,											# = 1,2,… , '     (6-26) 

  

*Qاگر 
j  هاي به دست آمده محدوديت موردنظر را برقرار نمايند، اين مقادير بهينه هستند و محدوديت فعال

هاي ساليانه را توان متوسط هزينهباشد و با افزايش فضاي انبار نمينيست، يعني فضاي لازم در اختيار مي

*Qكاهش داد. درصورتي كه 
j ند، اين محدوديت فعال است هاي بدست آمده نتوانند محدوديت را برقرار نماي

Qو 
*
j  برويد. 2 گامهاي بدست آمده بهينه نيستند. براي ادامه حل به  

  شود:بهينه از تابع افزاينده لاگرانژ استفاده مي Qjبراي پيدا كردن  - 2 گام

�	تابع	لاگرانژ = ∑ ��#�# *# + >#�# �#2 �'#=1 + �(∑ �#�# − �)'#=1   (6-27) 
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θ، باشدمي افزاينده لاگرانژ يا هزينه نسبي بررسي يا قيمت جزيي فضاي كف.  

�����  دهيم:مشتق گرفته و برابر صفر قرار مي θو  Qjبراي حل مدل، از تابع لاگرانژ نسبت به  = 0 → 	− ����^ *� + /���� + ��� = 0     (6-28) ���� = 0	 → ∑ ���� − � = 0���       (6-29) 

  

  آيد:مقدار بهينه سفارش طبق فرمول زير بدست مي

��∗ = ! �����/���Y��∗��        (6-30) 

  

*Qجايگزين نماييد تا  6-30را بدست آوريد و در فرمول  *θ، مقدار 6-31با استفاده از رابطه ابتدا، 
j   بدسـت

∑  آيند. ��! �����/���Y��∗����� = �       (6-31) 

 

توانيد به اين صورت عمـل  ها ميباشد، براي حل اكثر تستآنجا كه مراحل ارائه شده طولاني مياز  �

 نماييد:

Qابتدا 
*
j  ها را از فرمولEOQ  هـايي را پيـدا   محاسبه نماييد، چنانچه محدوديت را نقض كردند، گزينـه

 دو شرط زير را برقرار نمايد:كنيد كه 

1- Qj < Q
*

j  

 fjQj = F∑به ازاي آنها داشته باشيم  -2

 

هت فضا جمترمربع  700دارد، اين كارخانه در حدود  3و  2، 1اي سه نوع كالاي سفارشي كارخانه -4مثال 

  دارد. با توجه به اطلاعاتي كه در جدول زير آمده است:كالا انبار كردن 
  

  3كالاي   2كالاي   1كالاي   

  10000  2000  5000  تقاضاي ساليانه (واحد)

  75  200  100  هزينه سفارش (تومان)

  5  15  10  هزينه خريد (تومان)

  4/0  8/0  7/0  مساحت اشغال شده توسط هر واحد (متر مربع)

  2/0  2/0  2/0  نرخ هزينه نگهداري
  

  .3و  2، 1قدار سفارش بهينه كالاي ممطلوبست، محاسبه 

  1224، 280، 707 -ب          1224، 516، 707 -الف

  571، 516، 384 -د          571 ،280، 384 -ج

  

  پاسخ:

  باشد.صحيح مي 3گزينه 
F= 700m

2
 

∑ fj Qj ≤ F → 0.7Q1+ 0.8Q2+ 0.4Q3 ≤ 700 
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�� = K2*�ℎ = 707, ��� = 516,								��O = 1224 

→ 0.7(707) + 	0.8(516) + 	0.4(1224) = 1398	 ≥ 700 

ها، بايد به دنبال جوابي گشت كـه  كند. بنابراين، از ميان گزينهشود كه در محدوديت صدق نميمشاهده مي

(384)0.7  باشد:مي 3ها كوچكتر باشد. تنها گزينه، گزينه  Qwjاز  + 	0.8(280) + 	0.4(571) = 696	 ≤ 700 

  

  درگير در موجودي محدوديت سرمايه 2-3-6

  :مدل محدوديت سرمايه درگير در موجودي شباهت بسيار زيادي با مدل محدوديت فضا دارد. اگر  

x درگير در موجودي،: حداكثر سرمايه  

Cj : قيمت هر واحد محصولj،ام  

Qj : مقدار سفارش محصولj ،ام باشد  

 آنگاه:

∑  صورت زير خواهد بود: ه محدوديت سرمايه درگير در موجودي ب �� ��حداكثر	موجودي	محصول	#	ام� ≤ u     (6-32) 

  

محدوديت بايـد رابطـه زيـر را    ، بنابراين براي بررسي Qw= Imaxاز آنجا كه در مدل مقدار سفارش اقتصادي، 

∑  بررسي نمود: ������� ≤ u        (6-33) 

 

 Imaxچنانچه محصولات از مدل مقدار سفارش اقتصادي پيروي نكنند، براي بررسي محدوديت بايد  �

را جايگزين  Imax= Q(1-D/P)بايستي  EPQرا در نامعادله جايگزين نماييم. به عنوان مثال در مدل 

 نمود.

 

  سرمايه درگير در موجوديالگوريتم حل مدل با محدوديت  1-2-3-6

Qكنيم، اگر ابتدا مساله را بدون درنظر گرفتن محدوديت حل مي -اول گام
*

j    هاي بدست آمـده محـدوديت

با افـزايش مقـدار    هينه هستند و محدوديت فعال نيست، در اينصورتموردنظر را برقرار نمودند، اين مقادير ب

هاي ساليانه را كاهش داد ولي اگر محدوديت فعال باشـد  توان متوسط هزينهدر موجودي نميسرمايه درگير 

  برويد. 2 گامبه 

  

βمانند محدوديت فضا، از تابع لاگرانژ اسـتفاده نمـوده. ابتـدا مقـدار      -2 گام
محاسـبه و   6-34را از رابطـه   *

Qقرار دهيد تا  6-35سپس در رابطه 
*
j :بدست آيد  ∑ ��! �����/���Y��∗����� = u       (6-34) 

��∗ = ! �����/���Y��∗��       (6-35) 

 

Q*
j توان نوشت:صورت زير نيز ميه را ب  
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��∗ = !�����/��� × K Y^�∗��5���
      (6-36) 

  اگر نرخ هزينه نگهداري براي تمامي محصولات برابر باشد، آنگاه:

��∗ = !�����/�� × K Y^�∗��5��
= !�����/�� ×K Y^�∗5      (6-37) 

 

هـا در مـورد محـدوديت فضـا نيـز      يابند (اين نكته  در حل تستش ميها به يك ميزان كاهQjيعني تمامي 

  صادق است). 

 چند نكته:

هـا محـدوديت را    Qwjمانند مدل محدوديت فضا در صورتيكه بعد از محاسبات متوجه شـويم كـه    �

اي جواب مساله است كه محدوديت سرمايه درگير در موجـودي را مسـاوي   كنند، گزينهبرقرار نمي

 كند.

هاي بدست آمده مانند مدل محدوديت فضـا،  ها محدوديت را برقرار نكنند، جواب Qwjدر صورتيكه  �

*Q)ها كمتر خواهند بود  Qwjالزاماً از 
j < Qwj) . 

  ودي برابر با هزينه نگهداري براي كل قطعات است.سرمايه درگير در موج �

 

دارد كـه   درنظرمديريت  .شونداي توليد ميبصورت دسته نوع محصول 3 فرض كنيد در كارگاهي  -5مثال 

ثابـت  محصول  3اين تقاضا براي چنانچه تومان بيشتر نباشد.  14000حداكثر سرمايه درگير در موجودي از 

بـا   اين محصولات ، مطلوبست، محاسبه مقدار اقتصادي سفارش برايمجاز نباشدكمبود موجودي و قطعي و 

  هاي جدول زير. داده توجه به

  

  3محصول   2محصول   1محصول   محصول

  2000  500  1000  نرخ تقاضا (واحد در سال)

  50  100  20  قيمت واحد كالا

  100  75  50  دهيهزينه سفارش

  20/0  20/0  20/0  نرخ هزينه نگهداري (در سال)

 

  :پاسخ

  آوريم:ر بهينه را بدون توجه به محدوديت سرمايه بدست مياديابتدا مق

�� = !�(JJJ)([J)(J.�)(�J) = 158, ��� = !�([JJ)(Z[)(J.�)(JJ) = 61, ��O = !�(�JJJ)(JJ)(J.�)([J) = 200  
  

  در محدوديت قرار گيرند، آنگاه كل سرمايه مورد نياز عبارتست از: Qjاگر اين مقادير به جاي 

∑Cj Qwj = 20(158)+ 100(51)+ 50(200)= 3150+ 6100+ 10000= 19260 تومان 

  

ها بيشتر است. بنابراين محدوديت فعال است و اين مقدار از حداكثر سرمايه تخصيص داده شده به موجودي

  بايستي از ضريب لاگرانژ استفاده كرده و مقادير سفارش را بدست آوريم:

www.pnu-club.comwww.pnu-club.com

pnu-club.com


 114            داري محدوديتهاي چندمحصولي و چندمحصولمدل: فصل ششم

 

∑ !�������/Y��∗��� = u	 → 	! ×JcJ.JY�∗ +!O.Z[×JcJ.JY�∗ +!J×JcJ.JY�∗ = 14000 → �∗ = 0.091  
  در نتيجه:

K Y^�∗5 ≈ 0.723	 → 	��∗ = !�����/�� × K Y^�∗5   → �∗ = 158(0723) = 114, ��∗ = 61(0723) = 44, �O∗ = 200(0723) = 144  
  

  هزينه ساليانه بدون درنظر گرفتن محدوديت برابر است با:

�� =	N!2��*�>��O
/� = 632 + 1225 + 2000 =  تومان	هزار/سال	3857

  تومان: 14000و در حالت وجود محدوديت سرمايه 

�� = N����� *� + >��� ��2 ��
�� = 667 + 1292 + 2105 = 4064 

  

 محدوديت تعداد دفعات سفارش 3-3-6

فرض كنيـد كـه    حالتي را درنظر بگيريد كه بر روي تعداد دفعات سفارش محدوديت گذاشته شود.  

  اگر: سفارش در سال داشت. Lتوان بيش از مين

Dj تقاضاي ساليانه محصول :j،ام  

Qj مقدار هر بار سفارش محصول :j ،6-38كند كه رابطه ايجاب مي تعداد دفعات سفارش محدوديتام باشد 

∑  برقرار باشد: ������� ≤ �        (6-38) 

  

  سفارشتعداد دفعات الگوريتم حل مدل با محدوديت  1-3-3-6

*Qابتدا مساله را بدون درنظر گرفتن محدوديت حل نماييد، اگر  -اول گام
j      هـاي بدسـت آمـده محـدوديت

محـدوديت مـوردنظر   مورد نظر را برقرار نمايد، اين مقادير بهينه هستند و محدوديت فعال نيست ولـي اگـر   

  برويد. 2م برقرار نشد به گا

  

αع لاگرانژ استفاده نماييد. ابتدا هاي بهينه از تاب Qjبراي تعيين  -م دومگا
بدست آوريد و  6-39را از رابطه  *

*Qجايگزين نماييد تا  6-40را در رابطه  *αسپس مقدار 
j  .بدست آيد  ∑! 
����(��Y�∗) = �,							�∗ = � √��∑ )��ℎ�� ��    (6-39) 

 

QL∗ = K���(��Y�∗,��        (6-40) 

 

توانيـد بـه   ها مـي باشد براي حل اكثر تستگير ميوقت از آنجا كه مراحل حل ارائه شده طولاني و �

 اين صورت عمل نماييد:
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Qابتدا  -ولا گام
*

j  ها را از فرمولEOQ و در محدوديت قرار دهيد محاسبه نماييد .  

*Qj > Qهايي را كه چنانچه محدوديت نقض شد، گزينه -گام دوم
j  .هستند درنظر بگيريد 

 

  تعداد دفعات سفارشحالت خاص مدل محدوديت  4-3-6

هزينـه نگهـداري مسـاوي باشـند،     يكسـان و   دهيهاي ثابت سفارشچنانچه براي چند كالا، هزينه 

�*		:#	∀  :داشته باشيم يعني = *									ℎ� = ℎ       (6-41) 

  

∑  :ات سفارش محدود و مشخص باشدو مقدار دفع ������� = ∑ ?���� = '       (6-42) 

→ ��∗ = !�����
� = !��
 )�� = �)��      (6-43) 

→
~ �
 ���∗ = �!��

��∗ = ��?� → �!�� = ��?� 				→ � = )��?�  																																				AAAAAAAAAAAB@	از	طرفينN	ميگيريم

~ �
 �� = ∑ )�����∑ ?���� 																																																																																																		(6 − 44)
��∗ = �!��																																																																																																						(6 − 45)  

  

  الگوريتم حل:

را بدسـت   kمقـدار   6-44ارشات ثابت و مشخص باشد از رابطه چنانچه بخواهيد مجموع تعداد سف -اول گام

  آوريد.

*Q، در گام اول بدست آمده kو مقدار  6-45با استفاده از رابطه  -گام دوم
j .را بدست آوريد  

  

كالا در زير آمده است، اگر بخواهيم مجموع تعداد دفعات سـفارش در سـال    5اطلاعات مربوط به  -6مثال 

  باشد، مقدار سفارش اقتصادي هر كالا را بدست آوريد. 35ثابت و بربر 
  

  

  5  4  3  2  1  كالا

  1200  1000  900  800  700  مقدار مصرف ساليانه

 A  A  A  A  A  هزينه ثابت

  h h  h  h  h  هزينه نگهداري

  

  پاسخ:

  را بدست آورد، بنابراين: kابتدا بايد 

� = 	∑ )�����∑ ?���� = √700 + √800 + √900 + √1000 + √120035 ≈ 4.32 

��∗ = �!�� → n�∗ = 114.3, 	��∗ = 122.19,�O∗ = 129.6, �|∗ = 136.6, �[∗ = 149.65	 
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 116            داري محدوديتهاي چندمحصولي و چندمحصولمدل: فصل ششم

 

 

حالت خاص مدل چندمحصولي با محدوديت تعداد دفعات سفارش و الزام سفارش  5-3-6

 همزمان

چنانچه در مدل چندمحصولي با محدوديت تعداد دفعات سفارش، الزام سفارش همزمان نيـز بيـان     

  كنيم:صورت زير عمل ميه گردد، ب

�J)را محاسبه نموده  T0ابتدا با استفاده از فرمول  -م اولگا = ! �∑��∑
و سپس از محدوديت  (���
���� ≤ � 

∗�  گردد:طبق دستور زير محاسبه مي *T1= 1/L  .Tدهيم، استفاده كرده و قرار مي = max	n�J, �p 
  

∗��با استفاده از رابطه  -م دومگا =   آوريم.مقدار سفارش اقتصادي را بدست مي ��∗�

  

تومان بـه ازاء   2واحد و هزينه نگهداري هريك  12000و  10000ساليانه دو كالا در سال مصرف  -7مثال 

بار در سال مجاز نيست. اين دو كالا بايد باهم سفارش داده شـوند و هزينـه    5واحد بوده و سفارش بيش از 

  ا تعيين كنيد.تومان است. مقدار سفارش اقتصادي براي هر يك از اين دو كالا ر 1000دهي برابر با سفارش

  

�  پاسخ: = 10000, �� = 12000, * = 1000, ℎ = 2,			� ≤ 5 

�J = K2∑*�∑ℎ��� = 0.2132		,						� = 15 = 0.2	 → �∗ = maxn0.2132, 0.2p = 0.2132 

��∗ = �∗�� → ¡�∗ = 10000 × 0.2132 = 2132��∗ = 12000 × 0.2132 = 2558 

 

 چند نكته:

هـا  ها را در محدوديتآن است كه جواببراي حل مسائلي كه داراي محدوديت هستند، روش بهتر  �

هـا  بررسي كرده و هر كدام صدق نمود، بهترين جواب است و درصورتيكه چند گزينه در محدوديت

 ها را بيشتر به حالت تساوي نزديك كند.صدق كند، جوابي بهتر است كه محدوديت

حل مدل بايد يك ي در صورتيكه در يك مدل چندمحصولي بيش از يك محدوديت ارائه گردد، برا �

هاي مدل را بدست آوريم، چنانچه جـواب حاصـل محـدوديت    ر بگيريم و جوابمحدوديت را درنظ

اي جـواب مـدل اسـت كـه     حذف شده را برقرار نمايد، جواب مدل اسـت. درغيراينصـورت، گزينـه   

 محدوديت درنظر گفته شده را مساوي كند.

  

  

  

 تمرين 4-6

شوند. اين دو محصول هميشه باهم سفارش داده خريداري مياز يك فروشنده  2و  1دو محصول  .1

 1تومان است. تقاضاي محصول  2500دهي (دو محصول باهم) شوند و هزينه ثابت سفارشمي
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 117    برنامه ريزي توليد و كنترل موجودي

  گروه مهندسي صنايع -آباددانشگاه آزاد اسلامي واحدخرم -سپيده فريدوني

تن در سال است. كمبود موجودي  20000برابر  2تن در سال و تقاضاي محصول  10000برابر 

هداري به غير از هزينه فضاي انبار براي هر براي هيچ يك از اين دو محصول جايز نيست. هزينه نگ

تومان در سال است (در  20برابر  2تومان و براي هر واحد محصول  10برابر  1واحد محصول 

  سوالات داده شده فرض كنيد هزينه فضاي انبار صفر است). مطلوبست:

  .2و  1محاسبه مقدار سفارش اقتصادي محصول  - الف

  دهي دو محصول در سال در حالت بهينه.هداري و سفارشهاي نگمتوسط مجموع هزينه  - ب

درحالتي كه هزينه فضاي انبار براساس حداكثر موجودي محاسبه گردد و اين هزينه بدون توجه به  - ج

  تومان  در سال باشد، قسمت الف و ب را محاسبه كنيد. 10نوع محصول برابر 

 

متـر   150برابـر   2و  1كـردن دو محصـول   در فروشگاهي حداكثر مساحت قابل استفاده براي انبار  .2

شوند و زمان تحويل مربع است. علاوه بر اين دو محصول در يك زمان و با يكديگر سفارش داده مي

 هر دو يكي است. اطلاعات موردنياز در جدول زير آمده است:

  

  2  1  محصول

  12000  10000  مصرف ساليانه به واحد

  350  150  هزينه هربار سفارش به تومان

  5  4  هزينه نگهداري هر واحد در سال به تومان

  12/1  10/1  سطح هر واحد محصول به متر مربع

  

  به ترتيب كدام يك از موارد زير است: 2و  1مقدار اقتصادي هر بار سفارش از محصول 

 1200و  1600 -د  1150و  1450 -ج    900و  1250 -ب    750و  900 -الف

  

نظر كه محصول در انبار تحت تاثير فاسد شـدن  كند، از اين نقطهاي محصولي توليد ميتوليدكننده .3

باشد، او ماكزيمم زمان دو هفته را براي نگهداري موجودي محصول خود تعيين كرده است. اين مي

كند و فرآيند توليدي به نحوي است كه كـل  توليدكننده محصول خود را بصورت انباشته توليد مي

شـود. چنانچـه، نـرخ تقاضـاي سـاليانه      شده و به موجودي اضافه ميانباشته در يك لحظه تكميل 

%، هزينه متغيـر  20تومان، نرخ هزينه نگهداري موجودي  400اندازي توليد واحد، هزينه راه 5200

تومان و هيچ كمبود موجودي مجاز نباشد، انـدازه انباشـته اقتصـادي را بـا      100هر واحد محصول 

هفتـه درنظـر    50سـال را  محصـولات در انبـار محاسـبه كنيـد.     توجه به محدوديت عمر نگهداري 

 بگيريد.

 

واحد در سال توليد كرد. سـرعت   10000توان محصول را با نرخ (سرعت) ساليانه با دستگاهي مي .4

سازي هربـار ايـن دسـتگاه بـراي     واحد است. هزينه آماده 5000تقاضاي ساليانه براي اين محصول 

تومان و هزينه مـواد   100ه نگهداري هر واحد اين محصول در سال تومان، هزين 2000توليد برابر 

تومان است. اگر قرار باشد حـداكثر سـرمايه درگيـر در موجـودي ايـن       50براي هر واحد محصول 

  گاه مقدار توليد بهينه اين محصول را بدست آوريد.تومان باشد، آن 2000محصول برابر 
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