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  همدفصل 
  ي احتماليهامدل

  

 مقدمه 1-10

ها و بخصوص نرخ تقاضـا در مـدت   هاي موجودي بررسي شده در فصول قبل مقادير هزينهدر مدل  

-هاي قطعي محسوب مـي هاي موسوم به مدلها جزء مدلشد. اين مدلزمان تحويل ثابت درنظر گرفته مي

، و مدت زمـان  Dدهند، حال آنكه در عمل عموماً نرخ تقاضا، آل را نشان ميها موقعيتي ايدهشوند. اين مدل

، نه تنها ثابت و معلوم نيستند، بلكه داراي تغييرات تصادفي هستند. اين تغييرات تصادفي يكـي از  Lتحويل، 

 ها است. براي توضيح ابتدايي فرض كنيد كه مدت تحويل معلومترين مسائل واقعي مديريت موجوديمشكل

و فقط تقاضا متغيري تصادفي است. تغييرات تصادفي تقاضا بر خلاف تغييرات معلـوم تقاضـا مثـل رونـد يـا      

هاي احتمالي بيني هستند. بنابراين آشنايي با مدلفصلي بودن آن كه قابل شناسايي هستند، غير قابل پيش

-اين فصل ابتدا به بررسـي مـدل  رسد. در ها امري ضروري به نظر ميريزي توليد و كنترل موجويدر برنامه

  گردد.  هاي سيستم موجودي تشريح ميمشيشود و سپس انواع خطاي پرداخته ميهاي احتمالي يك دوره

 

  ايمدل احتمالي يك دوره 2-10

شود كه در آن تقاضـا متغيـري تصـادفي بـوده و تـابع      در اين بخش يك مدل موجودي بررسي مي  

ت مشخصه چنين مدلي اين است كه در آن تنها يك دوره زماني درنظـر  توزيع احتمالي آن معلوم است. صف

مساله "گرفته شده و فرصت تهيه محصول فقط يكبار و آن هم در ابتداي دوره  است. اين مدل موجودي به 

معروف است. اين مدل در بسـياري از   "مساله درخت كريسمس"و  "(Newsboy Problem)روزنامه فروش 

مسائل موجودي در جهان واقعي، مانند فروش روزنامه، كارت تبريك عيد، قطعات يدكي كه فقط يكبار تهيه 

 شوند و محصولات فاسد شدني كاربرد عملي دارند. و يا توليد مي

  فرضيات مدل:

 تقاضا احتمالي و ساكن است. -1

 گردد.به موجودي اضافه ميسفارش صرفاً يكبار در ابتداي دوره  -2

پذيرد و موجودي باقيمانده در انتهاي دوره حراج شده يا ريزي صرفاً براي يك دوره انجام ميبرنامه -3

 رود.از بين مي

 كمبود جايز است. -4
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-شوند يا از بـين مـي  مانده در انتهاي دوره (كه حراج ميهزينه نگهداري صرفاً براي واحدهاي باقي -5

 گردد.روند) محاسبه مي

 به عنوان موجودي ابتداي دوره وجود دارد. Iدر ابتداي دوره موجودي برابر با  - 6

  

  

  پارامترهاي مدل:

Dمتغير تصادفي تقاضا در يك دوره :  

fD(x)تابع چگالي تقاضا در مدت زمان يك دوره :  

FD(x)تابع توزيع تجمعي تقاضا در مدت زمان يك دوره :  

Cقيمت خريد هر واحد :  

V قيمت فروش هر واحد :  

π  هزينه كمبود هر واحد :  

L قيمت حراج هر واحد :  

A هزينه هر بار سفارش :  

h هزينه نگهداري هر واحد در مدت زمان يك دوره :  

Hهاي هر واحد باقيمانده در انتهاي دوره: تركيب هزينه  

H= h+ هزينه انتقال جهت حراج يا فروش برحسب هر واحد  - L 

I ابتداي دوره (يك لحظه قبل از سفارش): موجودي  

Z(R)سود حاصل ا فروش در يك دوره :  

P(R)درامد حاصل از فروش در يك دوره :  

Q(R)ها در يك دوره: مجموع هزينه  

بنابراين، براي حل مدل تابع سود در يك دوره كـه از درآمـد حاصـل از فـروش يـك دوره منهـاي مجمـوع        

  دهيم:ا تشكيل ميشود رها در يك دوره حاصل ميهزينه
Z(R) = P(R) – Q(R) 

E(Z) = E(P) – E(Q) 

 ���� = � ��� 	
�	��	�

 + �� �
�	��	�

� � = ����� + �� �� − 	�
�	��	�
�  

 ���� = � ���� − �� + �� �� − 	�
�	��	 + �� �	 − ���
� 
�	��	�


 � 
= ��� − �� + �� − ����� + �� + ��� �	 − ��
�	���

� 	 

 ���� = ����� + ����� − ��� − �� − �� + �� + � + ��� �� − 	�
�	��	�
�  

 ���� = 	��� − �� + �� − �� + � + ��� �� − 	�
�	��	�
�  

  دهيم.:مستق گرفته و برابر صفر قرار مي Rنسبت به  K(R)براي حل معادله از 
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 ������� = 0	 → � + � − �� + � + ���1 − !���" = 0	 → 1 − !��� = � + �� + � + � 

→ !��� = 	 � + � − �� + � + � 

  

���!باشد، آنوقت،  π=0در صورتيكه مقدار  = 	 است. واضح  V ≥ C. اين رابطه هنگامي جواب دارد كه '&#%$#

  باشد، ازنظر اقتصادي سيستم موجودي نبايستي وجود داشته باشد.  V < Cاست اگر 

  متغيرهاي مدل:

R*(يك لحظه بعد از سفارش) موجودي بهينه ابتداي دوره :  

Q
  : مقدار سفارش بهينه*

Q*= R*- I 
گردد و در آخر دوره بايد تصـميم  ي بعد منتقل نميكه در فرضيات مدل ذكر شد موجودي به دوره همانطور

  آن را بفروشيم.  Cبگيريم كه آن را از بين ببريم يا با قيمتي كمتر از 

توانند با تقاضاي پيوسته و يا گسسـته باشـند و همينطـور هزينـه هـر بـار       اي ميهاي احتمالي تك دوهمدل

  گردند:نوع تقسيم مي 4اي به دورههاي احتمالي تكممكن است صفر باشد. بنابراين مدل (A)دهي سفارش

 A=0تقاضا پيوسته و  -1

 A≠0تقاضا پيوسته و  -2

 A=0تقاضا گسسته و  -3

 A≠0تقاضا گسسته و  -4

اسـت بـه    A≠0هـاي كـه   است را بررسي خواهيم كرد، روش حل مـدل  A=0هايي كه در آن در اينجا مدل

  ا است. صورت سعي و خط

  باشد بصورت زير است: A=0الگوريتم حل مدل در حالتي كه تقاضا پيوسته و 

  كنيم:را از فرمول زير محاسبه مي Rمقدار 

!)��∗� = � + � − �� + � +� 

شـود، آن  نقطـه    '&+&#%$+&#اي هستيم كه تابع توزيع تجمعي در آن نقطه برابـر  بدين معني كه به دنبال نقطه

Rبرابر 
  باشد. حال چنانچه:مي *

 - R* ≤ I باشد.باشد، نيازي به سفارش نمي 

 - R
*
 > I  باشد، بايد به ميزانQ

*
= R

*
- I  .سفارش دهيم 

نشود، بنـابراين بـراي    '&+&#%$+&#اي دقيقاً برابر در حالت گسسته ممكن است تابع توزيع تجمعي در هيچ نقطه

  كنيم:مي است بصورت زير عمل A=0حالاتي كه تقاضا گسسته و 

در حالت گسسته، كوچكترين مقداري از تقاضا در مدت زمان يك دوره كـه تـابع توزيـع تجمعـي تقاضـا را      

Rكند به عنوان مساوي و يا بزرگتر مي
  كنيم، يعني كوچكترين مقداري كه به ازاي آن:انتخاب مي *

!)��∗� ≥ � + � − �� + � +� 

  اگر:

 - R* ≤ I باشد.باشد، نيازي به سفارش نمي 

 - R* > I  باشد، بايد به ميزانQ*= R*- I  .سفارش دهيم 
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متوسط هزينه نگهداري، متوسط هزينه كمبود، متوسط موجودي باقيمانده و متوسط مقدار كمبود از روابـط  

  آيد: زير بدست مي

متوسط	موجودي	باقيمانده	در	انتهاي	دوره = � �� − 	�
��	��	�
0  تقاضا	پيوسته																				

متوسط	موجودي	باقيمانده	در	انتهاي	دوره = -�� − 	��
	=0

.{� =  تقاضا	گسسته																				{	
 (متوسط موجودي باقيمانده در انتهاي دوره)h =متوسط هزينه نگهداري براي واحدهاي باقيمانده در انتهاي دوره

C	VSDدوره	يك	در		كمبود	تعداد	متوسط = � �	 − ��
)�	��	�
�  تقاضا	پيوسته																				

متوسط	تعداد	كمبود	در	يك	دوره = -�	 − ��∞
	=� .{� =  گسسته																				{	

 (متوسط تعداد در يك دوره)π =متوسط هزينه كمبود در يك دوره
  

تصـادفي  رسد،  توليد كند. تابع توزيع كارگاهي قرار است محصولي را كه در ايام عيد به فروش مي -1مثال 

 تقاضا براي اين محصول بصورت زير است. 
  

x ≤ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

P{D=x} 0 0.05 0.05 0.1 0.2 0.2 0.2 0.1 0.05 0.05 
 

تومـان و قيمـت حـراج     5000تومان، قيمت فروش هر واحد برابر با  3000اگر هزينه توليد هر واحد برابر با 

  تومان باشد. مطلوبست: 2000برابر با مانده در انتهاي دوره هر واحد باقي

  ميزان توليد بهينه براي اين محصول. -الف

  متوسط موجودي باقيمانده در انتهاي دوره. -ب

  متوسط تعداد كمبود در يك دوره.  -ج

  حل:

C=3000 تومان/ عدد , V=5000 تومان/ عدد,  L=2000 تومان/ عدد 
A=0,  I=0,  h=0, π=0 

H= (h+ 0- L)= 0 - 2000= -2000 

 :ابتدا بايد تابع توزيع تجمعي را بدست آوريم
  

x ≤ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

PD (x) 0 0.05 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95 1 
 � + � − �� + � + � =	 5000 + 0 − 30005000 + 0 + �−2000� = 0.66			 → �∗ = 11		 → �∗ = �∗ − � = 11 − 0 = 11 

  

  دهيم. واحد سفارش مي 11بنابراين به اندازه 

متوسط	موجودي	باقيمانده	در	انتهاي	دوره = -�11 − 	�11
	=0 .{� = 	}

= �11 − 6� × 0.05 + �11 − 7� × 0.05 + �11 − 8� × 0.1 + �11 − 9�× 0.2 + �11 − 10� × 0.2 + �11 − 11� × 0.2 = 1.35 
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متوسط	تعداد	كمبود	در	يك	دوره = -�	 − 11�14
	=11 .{� = 	}

= �14 − 11� × 0.05 + �13 − 11� × 0.05 + �12 − 11� × 0.1+ �11 − 11� × 0.2 = 0.35 

  

واحد پول اسـت. اگـر    20اي، هزينه واحد كسري در يك مدل كنترل موجودي احتمالي يك دوره -2مثال 

واحـد   2باشد، هزينه كسري مورد انتظار وقتي كـه در ابتـداي دوره    [10 0]توزيع تقاضا يكنواخت در فاصله 

  كالا وجود داشته باشد و چهار واحد نيز تهيه شود چقدر است؟

  حل:

I= 2, Q= 4, π= 20, D ~ U[0 10] → 
�	� = @@
 

R= Q + I= 6 

متوسط	كمبود		در	يك	دوره = � �	 − 6� 110 �	
10

6 = 0.8 

هزينه	كسري	مورد	انتظار = 	π Bدوره	يك	در	كسري	متوسطC = 20�0.8� = 16 
 

تقاضا براي شربتي در طول هفته متغيري تصادفي بوده و تابع توزيع چگالي آن نمايي با ميـانگين   -3مثال 

شود. درصـورتيكه تمـام محصـول در طـي     اي فقط يكبار توليد ميليتر است. اين شربت بصورت دسته 100

ريـال و   100ر هفته به فروش نرود، مقدار باقيمانده ضايع شده و قابل مصرف نيست. هزينه توليـد هـر ليت ـ  

ريال براي انتقال  10ريال است. هر ليتر باقيمانده در انتهاي هفته مخارجي برابر  200قيمت فروش هر ليتر 

از انبار و دور ريختن دارد. كمبود هر ليتر باعث از دست رفتن تقاضا ميشود. سطح موجودي پس از سفارش 

(R) را بدست آوريد؟ 

  حل:


  پيوسته است، بنابراين: چون تابع توزيع تقاضا نمايي و��� = 0.01D$
.
@) ,										!��� = 1 − D$
.
@) !��∗� = 1 − 1D$
.
@�∗ = F

&@

F

&@
 = @
F@ 	→ 	�∗ =   	ليتر	64.6
  

  Safety Stockذخيره ايمني (موجودي اطمينان)  3-10

از توليد بيني، توليد واقعي براي جبران تغييرات تقاضاي واقعي از تقاضاي پيش (SS)ذخيره ايمني   

باشد، كه در ابتداي دوره درنظـر گرفتـه   هاي تدارك واقعي از مقادير مورد انتظار ميريزي شده و زمانبرنامه

هـاي بعـدي   ها از اين موجوي اطمينان استفاده شده اما در زمانشود و انتظار اين است كه در طول دورهمي

دت طولاني متوسط مقدار موجـودي اطمينـان بايـد    به اندازه ميزان استفاده شده به آن برگردد. و در يك م

برابر با ابتداي دوره باشد. بنابراين، موجودي اطمينان عبارت است از مقداري موجودي كه هميشـه در انبـار   

الامكان با كمبود مواجـه نشـويم و بـه ايـن     شود بطوريكه حتيجهت مقابله با كمبود احتمالي نگهداشته مي

  ه ميزان تقاضا در فاصله زماني تحويل غيرقطعي است. شود كدليل نگاهداشته مي

دهـي، هزينـه   توان بـه هزينـه كمبـود كـالا، سـطح سـرويس      مي SSاز جمله عوامل موثر بر تعيين   

  نگهداري كالا، انحراف معيار (پراكندگي) تقاضا و انحراف معيار موعد تحويل اشاره نمود.
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نگهداري افزايش و متوسط هزينه كمبـود كـاهش   هرچه مقدار ذخيره اطمينان بيشتر باشد، هزينه  �

حداقل شود، ذخيـره   SSو متوسط هزينه كمبود جهت  SSيابد. وقتي كه جمع هزينه نگهداري مي

 اطمينان بهينه حاصل شده است. 

  

  سطح خدمت (ميزان اطمينان از موجودي) 4-10

معمـولاً مـديريت يـك سـطح     ي كمبود مشكل يا غيرممكن اسـت،  از آنجا كه تخمين مقدار هزينه  

-گيرد و سپس موجودي اطمينان را طوري تعيين مـي خدمت معقولي را براي خدمت به مشتري درنظر مي

كند كه سطح خدمت موردنظر تعيين شود. به عنوان مثال، شركتي ممكن است سطح خـدمت بـه مشـتري    

انتخاب كند. بدين معني كه درصد)  5درصد (معادل سطح خطر  95) A(محصول  براي نوع محصول خاصي

بار كمبود رخ دهد، يا به عبـارت ديگـر    5دور سفارش) اين محصول فقط  100بار سفارش (هر  100در هر 

درصد باشد. در عمل مديريت براي تعيـين سـطح خـدمت ابتـدا      5در هر دور سفارش احتمال وقوع كمبود 

ي اطمينان مربوطه و هزينه نگهـداري  سطوح خدمت مختلفي درنظر گرفته و براي هر سطح خدمت، موجود

هـاي اطمينـان   كند. سپس اين اطلاعات را در جدولي كه در آن سطوح خدمت، موجـودي آن را محاسبه مي

كند. مديريت با شود، وارد ميهاي اطمينان نشان داده ميهاي نگهداري اين موجوديمربوط به آنها و هزينه

  كند. ات و شرايط، مقدار سطح خدمت موردنظر را تعيين مياستفاده از اين جدول و باتوجه به امكان

نوبت  24دستور سفارش صادر شده است. در  26فرض كنيد كه در طول يكسال، براي يك كالا   

كالاي سفارش داده شده به موقع به انبار رسيده و انبار دچار كمبود نشده است. ولي در دو نوبت كالا به 

بصورت غيرقابل كنترلي بالا رفته است و درنتيجه انبار با كمبود كالا مواجه  انبار نرسيده است و يا تقاضا

توان گفت ميزان اطمينان از شده است و تامين تقاضا ميسر نشده است. بنابراين در چنين حالتي مي

% است. لازم به ذكر است كه چنانچه مقدار مصرف 92وو يا  FGFHموجودي اين انبار براي اين كالا برابر 

بيشتر باشد،  (r)شود از مقدار موجودي در زمان سفارش نشان داده مي DLتقاضا) در مدت تحويل كه با (

شود، بنابراين، سطح خدمت برابر است با احتمال اينكه در يك دوره با كمبود انبار با كمبود كالا روبرو مي

مساوي نقطه سفارش مواجه نشويم، يعني احتمال اينكه تقاضا در مدت زمان تحويل كوچكتر يا  �I = J)K + LL� :باشد  

 Pr{DL ≤ r}= FDL(r) = {عدم كمبود در يك دوره} P= Pr =ميزان اطمينان از موجودي

FDL(r) تابع توزيع تجمعي در مدت زمان تحويل در نقطه :r،  

(1-P) .سطح خطر (يا ريسك)، يعني احتمال اينكه در يك دوره با كمبود روبرو شويم :  

ميزان	اطمينان	از	موجودي = 	 شودمي 	كه	تقاضا	تامين	 هاييدوره متوسط	تعداد	
هادوره تعداد	كل	  

ايم، آنگاه متوسط فاصله زماني بين دو هايي باشد كه در يك سال با كمبود روبرو شدهبرابر دوره Nbاگر 

  برابر است با: (Tb)كمبود متوالي 

MN = 1ON 

1 − � = 	داراي	كمبود	به	سال هايدوره متوسط	تعداد	
	در	سال هادوره متوسط	تعداد	 = ONJ)� = ON × �� 
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، ميزان اطمينان از موجودي و يا عدم كمبود در يك دوره را Pr {DL ≤ r}همانطور كه در بالا بيان شد، 

متوسط تعداد كمبود در يك دوره كه برابر  Pr {DL > r}كند. بنابراين متمم رابطه فوق يعني محاسبه مي

  نمايد:سطح خطر است را محاسبه مي

متوسط	تعداد	كمبود	در	يك	دوره = PQ�I� = � �	 − I�
�R�	�∞
I �	 = �I{�R > I} = 1 − � 

در متوسط تعداد كمبود در  (D/Q)ها از حاصلضرب تعداد دوره B(r)بنابراين متوسط تعداد كمبود در سال 

  :آيديك دوره بدست مي

T�I� = 	PQU ��	 
اند، كافي است متوسط همچنين براي بدست آوردن درصد تقاضاهايي (مشترياني) كه با كمبود مواجه شده

  تعداد كمبود در سال را بر كل تقاضاي ساليانه تقسيم نمود:

شوندمي درصد	مشترياني	كه	با	كمبود	مواجه	 = T�I�� × 100 = PQI� × 100 

  

  هاي احتماليمدل 5-10

 FOSهاي احتمالي در حالت مدل 5-10- 1

  هاي زير:است با تفاوت EOQفرضيات مدل مانند مدل   

 تقاضا احتمالي و ساكن است. -1

 كمبود جايز است. -2

 است. FOSدهي مشي سفارشخط -3

  ها است.با كمينه كردن هزينه (*r)و نقطه سفارش  (Q)هدف مدل تعيين مقدار سفارش بهينه 

  پارامترهاي مدل:

D تصادفي تقاضا در سال،: متغير  

µD،ميانگين تقاضا در سال :  

Dσانحراف معيار تقاضا در سال :،  

DL،متغير تصادفي تقاضا در مدل زمان تحويل : 

µDL،ميانگين تقاضا در مدت زمان تحويل :  

σDL :،انحراف معيار تقاضا در مدت زمان تحويل  

Pسطح خدمت، سطح اطمينان :  

  متغيرهاي مدل:

Q،مقدار سفارش :  

r،نقطه سفارش، حداقل موقعيت موجودي :  

SS :(ذخيره ايمني) هاي احتمالي جهت جوابگويي به تغييرات موجودي اطمينان در مدل: موجودي اطمينان

هـاي كمبـود و نگهـداري    گردد و مقدار آن در تعاملي بين كل هزينهتقاضا در مدت زمان تحويل تعريف مي

  شود.تعيين مي

-هاي كمبود كاهش ميهاي نگهداري افزايش و كل هزينهافزايش يابد، كل هزينه SSدر صورتيكه  �

  يابد. 
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  :FOSالگوريتم حل مدل احتمالي ساده 

1- Q*  را از رابطه ويلسون�V = WFX)Y نماييم، در اين رابطه منظور از محاسبه ميD ميانگين توزيع ،

 است.   µDتقاضا در سال يعني 

 ت آوريد.را بدس (P)مقدار سطح خدمت  -2

1 − � = ON × �� 

 مقدار نقطه سفارش را از رابطه زير محاسبه نماييد: -3

باشـد كـه بـه ازاي آن    مي rاگر تقاضا پيوسته باشد، مقداري از تقاضا در مدت زمان تحويل برابر با  - 

 شود. (P)تابع توزيع تجمعي برابر با سطح خدمت 

FDL(r) = P 

از تقاضا در مدت زمان تحويل كه رابطه زير را برقـرار  اگر تقاضا گسسته باشد، كوچكترين مقداري  - 

 گردد.مي rكند برابر مي

FDL(r) ≥ P 

I مقدار ذخيره اطمينان را بدست آوريد: -4 = J)K + LL 

و درصـد تقاضـايي    (B(r))، متوسط مقدار كمبـود در سـال   ���PQ�Iمتوسط مقدار كمبود در دوره  -5

 در دوره يا سال) را بدست آوريد. شوند ((مشترياني) كه با كمبود مواجه مي

 متوسط موجودي در دست را محاسبه نماييد. - 6

متوسط	موجودي	در	دست = � ̅ = �2 + LL 
ℎ�\Fبنابراين كل هزينه نگهداري ساليانه برابر با  + LL� .خواهد بود  

و حداقل موقعيت موجـودي   (r+Q)حداكثر موقعيت موجودي  FOSمشي هاي با خطدر كليه مدل �

r باشد.مي  
  

واحد و توزيع احتمالي تقاضاي محصول در طي  90ميانگين تقاضا در مدت زمان تحويل محصول  -5مثال 

واحد و مقدار هربار  500زمان تحويل آن در جدول زير داده شد است. متوسط تقاضاي ساليانه اين محصول 

  واحد است.  50سفارش آن ثابت و برابر 
  

X 80 85 90 95 100 105 

P(X=x) 0.3 0.2 0.05 0.2 0.15 0.1 
  

قرار است سطح خدمت (ميزان اطمينان از موجودي) طوري انتخـاب شـود كـه احتمـال كمبـود  در موقـع       

  % باشد. مطلوبست:25دريافت هربار سفارش 

  موجودي اطمينان اين محصول: -الف

  دهد؟هاي سفارش كمبود رخ كشد تا در يكي از دورهبطور متوسط چه مدت زمان طول مي -ب

  مقدار متوسط كل كمبود در سال چقدر است؟ -ج

  شوند چقدر است؟درصد مشترياني كه با كمبود موجودي روبرو مي -د
  

  حل:

  -الف
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X 80 85 90 95 100 105 

FX(x) 0.3 0.5 0.55 0.75 0.9 1 
  1 − � = 0.25			 → � = 0.75 

  باشد. بنابراين: Fx(r) ≥ 0.75گرديم كه به دنبال كوچكترين عدد صحيحي مي
r = 95 J)K = ∑	�{^ = 	} = 80�0.3� + 85�0.2� + 90�0.05� + 100�0.15� + 105�0.1� = 90  LL = I − J)K = 95 − 90 = 5 

  -ب

1 − � = ON × �� 					→ ON = �� �1 − �� = 50050 × 0.25 = 2.5			 → MN = 1ON = 12.5 =  سال	0.4

   -ج

PQ�I� = -�	 − I��{�_ = 	} =@
`
a` �105 − 95� × 0.1 + �100 − 95� × 0.15 + �95 − 95� × 0.2

= 1.75 T�I� = �� PQ�I� = 50050 × 1.75 = 17.5 

   - د

شوندمي درصد	مشترياني	كه	با	كمبود	مواجه	 = T�I�� × 100 = 17.5500 × 100 = 3.5% 

 

توزيع احتمالي تقاضاي محصولي در طي مدت زمان تحويل يكنواخت بوده و چگالي آن بـه شـكل    -6مثال 

  زير است:

  
واحـد و   40سـفارش در هـر بـار     دهي اين محصول روش مقدار سفارش ثابـت بـوده و مقـدار   روش سفارش

واحد است. اگر قـرار باشـد در هـر دور سـفارش احتمـال كمبـود        400متوسط مصرف ساليانه اين محصول 

  درصد باشد، به سوالات زير پاسخ دهيد؟ 10(كسري) مواد برابر 

  مقدار موجودي اطمينان را بدست آوريد. -الف

  اين محصول را محاسبه نماييد.حداقل موقعيت  -ب

  شوند.درصد مشترياني كه با كمبود روبرو مي -ج

  دهد چقدر است؟هاي سفارش كه در يك سال در آنها كمبود رخ ميميانگين تعداد دوره -د

  حل:

  -الف


�	� = 1100 	,			� = 40,			� = 400,			1 − � = 0.1 → � = 0.9 

!)K�I� = �	 → 	� 
�	��	 = 0.9	U

 	→ 	� 1100�	 = 0.9	 →U



I − 0100 = 0.9		 → I = 90 

J)K = 100 + 02 = 50		 → LL = I − J)K = 90 − 50 = 40 
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   -ب

 r = 90 = حداقل موقعيت موجودي

   -ج

PQ�I� = � �	 − 90� 1100	@


U �	 = c 	F200 − 90	100d e10090 = 0.5 

شوندمي درصد	مشترياني	كه	با	كمبود	مواجه	 = PQ�I�� × 100 = 0.540 × 100 = 1.125% 

  

   - د

1 − � = ON�� 		→ ON = �� �1 − �� = 40040 × 0.1 = 1 
 

   FOIهاي احتمالي در حالت مدل 10- 2-5

  هاي زير:است با تفاوت EOQفرضيات مدل مانند  

 تقاضا احتمالي و ساكن است. -1

 كمبود جايز است. -2

 است. FOIدهي مشي سفارشخط -3

بـا   (*T)و فاصله زماني بهينه بـين دو سـفارش متـوالي     (*R)هدف مدل تعيين مقدار سقف موجودي بهينه 

  هاست.كمينه كردن هزينه

  پارامترهاي مدل:

D،متغير تصادفي تقاضا در سال :  

µD،ميانگين تصادفي تقاضا در سال :  

Dσانحراف معيار تقاضا در سال :،  

DL+T،متغير تصادفي تقاضا در مدل زمان تحويل به علاوه زمان يك دوره : 

µDL+T،ميانگين تقاضا در مدت زمان تحويل به علاوه زمان يك دوره :  

σDL+T : به علاوه زمان يك دوره تقاضا در مدت زمان تحويلتصادفي انحراف معيار،  

P.سطح خدمت، سطح اطمينان، سطح ريسك :  

  متغيرهاي مدل:

Q،مقدار سفارش :  

r،نقطه سفارش، حداقل موقعيت موجودي :  

  متغيرهاي مدل:

R،سقف موجودي، حداكثر موقعيت موجودي :  

T،فاصله زماني بين دو سفارش متوالي :  

SS موجودي اطمينان (ذخيره ايمني): در مدل :FOI ،SS         برابـر اسـت بـا مقـداري از موجـودي كـه جهـت

شود و مقـدار آن  جوابگويي به تغييرات تقاضا در مدت زمان تحويل بعلاوه زمان يك دوره سفارش تعريف مي

  آيد. هاي كمبود و هزينه نگهداري بدست ميدر تعاملي بين هزينه
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سطح خدمت برابر است با احتمال اينكـه در يـك دوره سـفارش بـا     : FOIمشي ر خطتعريف سطح خدمت د

كمبود مواجه نشويم و برابر است با احتمال اينكه تقاضا در مدت زمـان تحويـل بـه عـلاوه زمـان يـك دوره       

R)سفارش از حداكثر موقعيت موجودي 
*
�  كوچكتر يا مساوي باشد.  ( = �{�_&f ≤ �} = !)Khi��� 

1-P ::1  سطح ريسك يا سطح خطر برابر است با احتمال اينكه در يك دوره با كمبود مواجه شويم − � = �{�_&f > �} = 1 − !)Khi��� 
  (P)نحوه محاسبه سطح خدمت 

  هاي زير بدست آوريد:را با استفاده از فرمول Tbو  Nbمقادير 

1 − � = ON1M = ONM,								MN = 1ON 

  :FOIالگوريتم حل مدل ساده 

  از رابطه زير بدست آوريد: *Tمقدار  -1

M∗ = j2k�ℎ 

 بدست آوريد. P= TNb-1مقدار سطح خدمت از رابطه  -2

 گردد:از رابطه زير محاسبه مي (R)مقدار سقف موجودي  -3

اگر تقاضا پيوسته باشد، مقداري از تقاضا در مدت زمان تحويل به علاوه يك دوره سفارش برابر بـا  

R باشد كه به ازاي آن تابع توزيع تجمعي برابر با سطح خدمت ميP  .گردد  !)Khi��� = � 

اگر تقاضا گسسته باشد كوچكترين مقداري از تقاضا در مدت زمان تحويل بعلاوه يك دوره سفارش 

���Khi(! گردد.  مي Rكه رابطه زير را برقرار كند برابر  ≥ � 

� ير بدست آوريد: مقدار ذخيره اطمينان را از رابطه ز -4 = J)Khi + LL			 → LL = � − J)Khi 
و درصـد تقاضـايي    (B(R))، متوسط مقدار كمبود در سـال  �����PQمتوسط مقدار كمبود در دوره  -5

 شوند (در دوره يا سال) را بدست آوريد. (مشترياني) كه با كمبود مواجه مي

متوسط	تعداد	كمبود	در	يك	دوره = PQ��� = � �	 − ��
�R+M�	�∞
� �	 

T�I� = PQ���M 	 
شوندمي درصد	مشترياني	كه	با	كمبود	مواجه	 = T���� × 100 = PQ����M × 100 

 متوسط موجودي در دست را محاسبه نماييد. - 6

متوسط	موجودي	در	دست = � ̅ = �M2 + LL 

 

در حالتي كه تقاضا در مدت زمان تحويـل   FOSمشي مدل احتمالي ساده با خط 3-5-10

  داراي توزيع نرمال باشد.
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اسـت.   l)KFو واريانس  µDLدر اين مدل تقاضا در مدت زمان تحويل داراي توزيع نرمال با ميانگين   

هـاي  توان به راحتي با استانداردسازي احتمالها متمايز است كه ميتوزيع نرمال از اين جهت با ديگر توزيع

 پيدا نمود.  rنظر را محاسبه و رابطه صريحي براي مورد

kP ضريب اطمينان :�_~O�J)K , l)KF � 

� = �{�_ ≤ I} = �n �_ − J)Kl)Koppqppr ≤ I − J)Kl)Kopqpr�~O�0,1� �s t				→ I − J)Kl)K = us 		 
→ I = J)K + usl)K , LL = 	usl)K  

  

  رود.باشد، روابط زير براي تبديل ميانگين و واريانس بكار ميدرصورتيكه مدت زمان تحويل نيز احتمالي 

D متغير تصادفي تقاضا در سال با ميانگين :µD  و واريانسσwF،  
L متغير تصادفي مدت زمان تحويل با ميانگين :µL  و واريانسσ_F، 

DL متغير تصادفي در مدت زمان تحويل با ميانگين :μ)K  و واريانسl)KF.  J)K = J) × J_ 				, l)K = WJ)F × l_F + J_l)F 

  هاي زير براي مدل قابل تصور است:بدين اساس حالت

ثابت و قطعي باشد. ثابـت   Lو  l)Fو واريانس  µD: تقاضا متغيري تصادفي با توزيع نرمال با ميانگين 1حالت 

J)K  بنابراين: است. Lبودن موعد تحويل به معناي صفر بودن واريانس  = RJ),				l)K = √Rl) → I = RJ) + us√Rl)	, LL = us√Rl) 

 

J)K باشد.  l_Fو واريانس  µLمتغير تصادفي با توزيع نرمال با ميانگين  L: تقاضا ثابت و قطعي و 2حالت  = �J_,				l)K = �l_ → I = �J_ + us�l_	, LL = us�l_ 

  

متغيـر تصـادفي نرمـال بـا      Lو  l)Fو واريانس  µDصادفي با توزيع نرمال به ميانگين : تقاضا متغير ت3حالت 

 باشد. l_Fو واريانس  µLميانگين 

J)K = J) × J_ 				l)K = WJ)F × l_F + J_l)F 

→ I = J) × J_ + usWJ)F × l_F + J_l)F		, LL = usWJ)F × l_F + J_l)F 
 

سفارش محصولي ثابت و مدت زمان تحويل تصادفي و داراي توزيع نرمال با ميـانگين  مقدار هربار  -7مثال 

واحد در روز است. اگر سـطح   20روز است. نرخ تقاضاي اين محصول ثابت و برابر  2روز و انحراف معيار  40

درصد باشد، موجـودي   90براي اين محصول  كمبود در هر دور سفارش) مورد نظر خدمت (احتمال نداشتن

 P{X< 1.28}=0.9داراي توزيع نرمال استاندارد باشد،  Xاطمينان اين محصول برابر چه مقداري است؟ (اگر 

  .است)

,R~O�40  حل: 4�, � = 20, � = 0.9 l)K = �l_ = 20 × 2 = 40, LL = usl)K = 1.28 × 40 = 51.2 
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واحـد   1000واحد و انحـراف معيـار    8000تقاضاي ساليانه كالايي بصورت تابع نرمال با ميانگين  -8مثال 

 95/0باشد. اگر سـطح سـرويس ايـن كـالا     ثابت و نيم ماه مي (Lead Time)است. زمان انتظار تحويل كالا 

  [P(z ≤ 1.64) = 0.95]باشد، نقطه سفارش مجدد را محاسبه نماييد. 

  حل:

�~O�8000, 1000F�, R = ماه	0.5 = �			,سال124 = 0.95	 → us = 1.64 

I = J)_ + LL = R × J) + us × √Rl) = 124 × 8000 + 1.64 × j 124 × 1000 = 669 

  

در حالتي كه تقاضا در مدت زمـان تحويـل    FOIمشي مدل احتمالي ساده با خط 4-5-10

  داراي توزيع نرمال باشد.

و  μ)Khiدر اين مدل تقاضا در مدت زمان تحويل بعلاوه يك دوره سفارش داراي توزيع نرمـال بـا ميـانگين    

f~OzJ)Khi&_� است. l)KhiFواريانس  , l)KhiF { 
� = �{�_&f ≤ �} = � n�_&f − J)Khil)K&fopppqpppr ≤ � − J)Khil)Khioppqppr�~O�0,1� us t			 
→ � = J)Khi + usl)Khi , LL = 	usl)Khi 

 

  رود.درصورتيكه مدت زمان تحويل نيز احتمالي باشد، روابط زير براي تبديل ميانگين و واريانس بكار مي

D متغير تصادفي تقاضا در سال با ميانگين :µD  و واريانسσwF،  
L متغير تصادفي مدت زمان تحويل با ميانگين :µL  و واريانسσ_F، 

DL+Tادفي در مدت زمان تحويل به علاوه زمان يك دوره سفارش با ميـانگين  : متغير تصμ)Khi   و واريـانس l)KhiF.  
J)Khi = J) × J_&f				, l)Khi = WJ)F × l_&fF + J_&fl)F 

J_&f  ثابت است: Tچون  = J_ + M,			l_&f = l_ 
  

  هاي زير براي مدل قابل تصور است:بدين اساس حالت

ثابت و قطعي باشد. ثابـت   Lو  l)Fو واريانس  µD: تقاضا متغيري تصادفي با توزيع نرمال با ميانگين 1حالت 

J)Khi  بنابراين: است. Lبودن موعد تحويل به معناي صفر بودن واريانس  = �R + M�J) ,				l)Khi = √R + Ml) → � = �R + M�J) + us√R + Ml)	,		 LL = us√R + Ml) 
 

J)Khi باشد.  l_Fو واريانس  µLمتغير تصادفي با توزيع نرمال با ميانگين  L: تقاضا ثابت و قطعي و 2حالت  = �J_&f = ��J_ + M�,				l)Khi = �l_&f = �l_  → � = ��J_ + M� + us�l_	, LL = us�l_ 
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 175    برنامه ريزي توليد و كنترل موجودي

 گروه مهندسي صنايع -آباددانشگاه آزاد اسلامي واحدخرم -فريدونيسپيده 

متغيـر تصـادفي نرمـال بـا      Lو  l)Fو واريانس  µD: تقاضا متغير تصادفي با توزيع نرمال به ميانگين 3حالت 

J)Khi باشد. l_Fو واريانس  µLميانگين  = J) × J_&f = J)�J_ + M�, 		l)Khi = WJ)F × l_&fF + J_&fl)F = WJ)F × l_F + �J_ + M�l)F 

  

شود، مدت تحويل اين محصول يك ماه اسـت. توزيـع   محصولي هر سه ماه يكبار سفارش داده مي -9مثال 

است. اگر سـطح   |√10و انحراف معيار  100t(به ماه) نرمال با ميانگين  tتقاضاي اين محصول در طي مدت 

باشد، حداكثر موقعيت موجودي ايـن  90%خدمت و احتمال نبودن كمبود در هر دوره سفارش اين محصول 

  (P{X ≤ 1.28}= 0.9)؟ محصول چقدر است

M  حل: = 3, R = 1, �~Oz100|, �10√|�F{, � = 0.9 → us = 1.28, R + M = 3 + 1 = 4 

 J)} = 100|		 → J)Khi = J)~ = 100 × 4 = 400 
 l)} = 10√| 		→ l)Khi = l)~ = 10√4 = 20 
 � = J)Khi + usl)Khi = 400 + 1.28 × 20 = 425.6 

 

مـاه   1(فاصله زماني بين دو سفارش متوالي) براي محصولي ثابـت و برابـر    Tطول دوره سفارش  -10مثال 

ماه است. توزيع تقاضاي اين محصول در طي هر ماه متغيـر   3انتخاب شده است. مدت تحويل اين محصول 

واحد است. قرار است سـطح خـدمت ايـن     20واحد و انحراف معيار  100تصادفي با توزيع نرمال با ميانگين 

درصد باشد. متوسـط موجـودي    5ي انتخاب شود كه احتمال كمبود در موقع دريافت سفارش محصول طور

  (P{z < 1.65} = 0.95)اين محصول را بدست آوريد. 

M  حل:   = 1, R = 3, �~O�100, 20F� 
 LL = usl)Khi = us��J + M�l) = 1.65 × ��3 + 1� × 20 = 66	 → �̅ = LL + �M2 = 66 + 100 × 12 = 116 

 

  FOIو مدل احتمالي  FOSمقايسه بين مدل احتمالي  5-5-10
FOI FOS    

R  r+Q حداكثر موقعيت موجودي  

  حداقل موقعيت موجودي r  باشدمعلوم نمي
DT/2 +SSFOI Q/2 + SSFOS  متوسط موجودي در دست  

SSFOI  SSFOS  موجودي اطمينان  
KPDL+T  KPσDL  موجودي اطمينان در حالت نرمال  

  كل هزينه نگهداري ساليانه h(متوسط موجودي در دست) hموجودي در دست)(متوسط 
π B(R)  π B(r)  كل هزينه كمبود ساليانه  

  است (شرايط يكسان است) (P)شرط مقايسه موارد فوق برابر بودن تمامي پارامترها ازجمله سطح خدمت 
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متغيـر و   (Lead Time)واحد اما موعـد تحويـل ايـن كـالا      10مصرف روزانه كالايي ثابت و برابر  -11مثال 

واحـد اسـت، در صـورتيكه هزينـه      400باشد، مقدار سفارش اين كـالا ثابـت و برابـر    براساس جدول زير مي

نقطه سفارش  تومان در سال باشد، 480هاي نگهداري برابر تومان در سال و كل هزينه 2نگهداري هر واحد 

  مجدد اين كالا را بدست آوريد.

 

 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 موعد تحويل

 0.03 0.05 0.08 0.1 0.12 0.15 0.2 0.15 0.07 0.05 احتمال

 

�  حل: = ,عدد	در	روز	10 � = 400, ℎ = 2,		 
 ℎ� ̅ = 480 → ℎ ��2 + LL� = 480 → 2�4002 + LL� = 480	 → LL = 40 

 J_ = 4�0.05� + 5�0.07� + 6�0.15� + 7�0.2� + 8�0.15� + 9�0.12� + 10�0.1� + 11�0.08�+ 12�0.05� + 13�0.03� = 8	 
 J)K = �J_ = 10 × 8 = 80	 
 I = J)K + LL = 80 + 40 = 120 
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